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RESUMEN  Estudiamos un tnico mecanismo elemental bajo varias formas: un problema
planteado en un espacio de dimensién 7 cuya solucién, o cuya descripcién mds simple,
vive en un espacio de dimensién mayor, y la pérdida de informacién que se produce cuan-
do esa solucién se proyecta de vuelta. En primer lugar, demostramos una tricotomia para
las matrices reales con M> = M, ¢ € {-1,0,1}, cuyas exponenciales dan, con una so-
la férmula, rotaciones (Rodrigues), cizallas (traslaciones y transformaciones de Galileo) y
rotaciones hiperbdlicas (transformaciones de Lorentz). En segundo lugar, determinamos
las soluciones de una ecuacién cuadrética real de discriminante negativo en varias dlgebras
reales: ninguna en R, dos en C, ninguna en A4, (R) para 7 impar, un hiperboloide de dos
hojasen A4, (R) y una esfera bidimensional en los cuaterniones; las dos raices complejas son
la traza de la esfera sobre una seccién compleja. En tercer lugar, registramos tres artefactos
de la proyeccién ortogonal, a saber, la aniquilacién aparente, la inversién de la orientacién
y la no identificabilidad, y la condicién bajo la cual varias proyecciones recuperan el estado.
En cuarto lugar, realizamos el grupo de Galileo en GL(72+2,R), de modo que la velocidad
es una cizalla alimentada por la coordenada temporal, y calculamos un ejemplo explicito
de cinemdtica robética. En quinto lugar, expresamos la separabilidad de un estado com-
puesto como una condicién de rango, damos un modelo real de doce componentes en el
que una sola matriz nilpotente fija en un paso dos resultados separados, y recordamos por
qué los modelos construidos con dos objetos separados satisfacen la cota de Bell-CHSH
mientras que el modelo de un solo objeto no.

PALABRAS CLAVE férmula de Rodrigues; generadores nilpotentes e hiperbélicos; ecua-
ciones cuadréticas en 4lgebras reales; cuaterniones; proyeccién ortogonal; coordenadas ho-
mogéneas; grupo de Galileo; rango de Schmidt; desigualdad de Bell-CHSH

I. INTRODUCCION

Buena parte de la matemdtica elemental es el arte de elegir el espacio en el que un problema es
sencillo. La ecuacién x2 + 4 = 0 no tiene solucién en la recta y tiene dos en el plano; la perspectiva
no es lineal en tres coordenadas y es lineal en cuatro; el oscilador arménico es de segundo orden
en una variable y una rotacién de primer orden en dos. En cada caso un problema se eleva a un
espacio mayor, se resuelve alli y se proyecta de vuelta.

El presente articulo aisla este mecanismo y lo estudia, con demostraciones completas, en va-
rios contextos concretos. Ninguno de los resultados individuales es profundo, y varios son cldsi-
cos; el interés reside en ponerlos uno junto a otro, en precisar el sentido en que «el nimero de
soluciones» o «el numero de objetos» depende del espacio ambiente, y en separar lo que una
proyeccién conserva de lo que destruye. En todo el texto los espacios vectoriales son reales y de
dimensidn finita salvo indicacidn contraria, EP g denota la matriz elemental con un 1 en la fila p
y la columna ¢, y {¢,} es la base candnica. Los valores numéricos citados se calcularon en doble
precisién IEEE; se dan valores exactos cuando se conocen.
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2. TRES CLASES DE GENERADOR

Definicién 2.x. Una matriz M € M, (R) es un generador de tipo e € {~1,0,1} si M 3= M.

Los tres tipos se realizan mediante las matrices elementales que subyacen a las geometrias eu-
clidea, afin y lorentziana. Para p # ¢ se pone

My, = Eyp = Eyps Npg = Epp Koy = Lpy + £y (2.1)

‘ . 2 _ 3 _ N2 ). 2 _
U? cédlculo directo da]l/qu = (Epp+qu),luego]l/IM = JIJM,Z\{M = O’YKM = EPP+EM’ luego
KP g = KP - La matriz ]V[P g gira ¢ hacia ¢ en el plano que generan, Z\{,] g alimenta la coordenada

g-ésima en la p-ésima, y K, las intercambia simétricamente.

Lema 2.2. Si M° = eM, entonces M+ = ngy M2 = Far? para todo k = 0, con ¢l

convenio 0° = 1.
Demostracion. Ambas identidades valen para £ = 0. Si valen para &, entonces A 2k+3

M2k+1M2 — EkM3 — g/e+1MyM2/€+4 — M2k+3M — £k+1M2. D

Teorema 2.3 (la férmula de Rodrigues y sus dos companeras). Sea M un generador de tipo e.
Paratodod € R,
M =T+ 8.(8) M+ C(6) M, (2.2)

donde S_| = sin, C_; = 1 - cos; Sy(8) = 6, C,(8) = 6*/2; S, = sinh, C; = cosh —1.

Demostracion. Laserie exponencial converge absolutamente, de modo que puede separarse segtin
la paridad del exponente. Por el lema 2.2,

k n2k+1 k n2k+2
oM 0 0
=7 — M — | M".
‘ +(;(2/e+1)!) +(;(2k+2)!)
Para ¢ = —1 las dos series son las de sin @ y 1 — cos &; para ¢ = 1, las de sinh & y cosh & — 1; para
£ = 0 solo sobreviven los términos con £ = 0. ]

Para e = —1 esta es la férmula de rotacién que suele atribuirse a Rodrigues (Rodrigues 1840).
En el plano de ]VIP 7 donde M? = —1I, se reduce a cos 8 + sin 8 M, que es la férmula de Euler
¢ = cosf + 7sin 6 (Euler 1748) con la matriz real M en lugar de 7. Para N = N, se tiene
también M*> = 0,y (2.2) se reduce a ¢™ = I + dN: una cizalla. Para K = K,, da X =
I + sinh@ K + (cosh@ — 1)K?, una rotacién hiperbélica del plano (¢, ¢,) que fija las demds
coordenadas.
Observacion 2.4. Los tres casos estdn relacionados por contraccién. En el plano (x, £), restituida
la velocidad de la luz ¢, la transformacién de Lorentz de velocidad v es A, = ;/( U/ltz i ), y=(1-
PAIA Ty A, - (3¢) = ¢ cuando ¢ — . Es el caso més simple de las contracciones de
grupos de Inénii y Wigner (Inénii y Wigner 1953).

3. UNA ECUACION CUADRATICA EN VARIAS ALGEBRAS
Sea f(x) = ax*+bx+ccona,b,c € R,a # 0,discriminante A = 172—4acyvértice/9 =-b/2a.

Para toda dlgebra real asociativa y unitaria 4 buscamos las soluciones de f(x) = 0 en A4, leyendo
f con coeficientes reales.
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Lema 3.1 (la pardbola elevada). Sea u € A con u* = 1. Entonces, para todo t € R,

Flb+tu) = F(b) —at® = —f—ﬂ ) (3.1)

Demostracion. Como by ¢ son reales, conmutan con %,y (b + m)"‘ = b* + 2bt u — #*. Por tanto

F(h+tu) = f(b) — at® + t(2ab + b) u,y 2ab + b = 0. O

Geométricamente, el lema 3.1 dice que sobre el vértice, en la direccién #, la gréfica de f esla
pardbola £ (h) — at*, que se abre en sentido contrario a la original. Si A < 0 la pardbola original no
cortaelejeylaclevadasi,ens = £V—A/24.Para f(x) = x” +4los valores elevadosenz = 0,1,2, 3
son 4,3,0,-5.

2

Teorema 3.2. Supongase A < 0. Para todou € A conu” = -1, los elementos
_ b N V-A (3.2)
Xy =—poE s 3.2
son soluciones de f(x) = 0 en A.
Demostracion. Inmediato a partir del lema 3.1 con # = +V-A/2a. O

El conjunto de soluciones depende, pues, del conjunto de raices cuadradas de —1 en 4 y de
que existan o no otras soluciones. Tratamos los casos por separado.

Proposicién 3.3 (larectayel plano). En 4 = R no hay solucion. En A = C hay exactamente dos,
b+ % i. Identificando C con la subdlgebra {al + B]} ¢ M,(R), ] = My, estas son las matrices
reales bl + % .

Demostracidn. La primera afirmacién es el signo de f en R. En el cuerpo C un polinomio cua-
drdtico tiene a lo sumo dos raices, y el teorema 3.2 proporciona dos. La identificacién es la usual,

JF =1 O

Para f(x) = 2 —2x+Slaraizes X = I+2] = (} ),y X*>—2X + 5] se anula idénticamente.

Nada en el cilculo involucra un nimero no real.

Proposicién 3.4 (dimensién impar). Si n es impar y A < 0, la ecuacion f(X) = 0 no tiene
solucion X € M, (R). En particular, ninguna matrig real n x n tiene cuadrado —1.

Demostracion. Si f(X) = 0, todo valor propio de X es raiz de £, luego X no tiene valores propios
reales. Pero el polinomio caracteristico de X tiene grado impar y coeficientes reales, y por tanto

una raiz real. O

Aun asi, tres dimensiones contienen las soluciones del plano, una por cada eje. Para un vector

unitario £ € R? sea K}, la matriz de v + £ x v.

Proposicién 3.5 (el generador de Rodrigues). K/S = -K, y K} = kk" — I En consecuencia
(2K,)* + 41 = 4kk": la matriz 2K, resuelve X* + 4 = O en el plano invariante k* y en ningiin

subespacio mayor.

Demostracion. Por el doble producto vectorial, Kkzv =kx(kxv) = (k-v)k—v,quees (kk' —I)v.
Entonces K = K, (kk' — I) = —Kj, porque Kk = 0. La tltima afirmacién se sigue de que 444"

se anula exactamente en £*. O
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Parak = (1,2,2)/3 el residuo (ZKk)Z +4/ anula (2,-1,0) y (0, 1, —1) y envia k a 4k; el cuarto
de vuelta R = /2% cumple R* = 2kk" -1, quees —/ en k" y +1 en el eje. La proposicién 3.4
explica por qué el eje ha de sobrevivir.

Proposicion 3.6 (las matrices de orden dos). E/ conjunto {X € M,(R) : X*=-Iyes

[ZOES

un hiperboloide de dos hojas, cuyas hojas son las clases de conjugacion de J y de —].

Demaostracion. Por el teorema de Cayley—-Hamilton, X* — (tr X)X + (det X)7 = 0. Si X* = -1,
entonces X no es maltiplo real de 7, y comparando ambas relaciones se obtiene tr X = Oy det X =
1; es decir, X tiene la forma indicada con —p* — g7 = 1. Con ¢ = 5 + w, 7 = 5 — w la condicién

>~ s> = 1. Elsignode w = (g — )/2 separa las hojas. La forma cuadrdtica

se escribe w” — p
v > det(v, Xv) = rof — 2pv,v, — qvs tiene discriminante 4(p* + gr) = —4, luego es definida, y

su signo, el de su traza » — g = —2w, es el sentido en que X gira el plano. O

Por el teorema 3.2, cada punto de este hiperboloide da una raiz de f en A4, (R). Las dos raices
+/ de la subdlgebra conmutativa C son los puntos p = s = 0.

Teorema 3.7 (cuaterniones). Sean b,c € R y considérese x> + bx + ¢ = 0 en los cuaterniones de
Hamilton H (Hamilton 1844).

(1) SiA =0, las soluciones son dnicamente las raices reales.

. . v=A .
(1) Si A < 0, las soluciones son exactamente x = —g + 5= u, donde u recorre la esfera unidad

S? de los cuaterniones puros.

Demostracion. Escribase x = s+vcons € Ry puro. Entonces v* = —|v|* yx* = 5 — |0]* + 2s0.

La ecuacidn se separa en una parte real y una parte pura:
2 2 _ _
s =lo|"+bs+c=0, 2s+b)v=0.

Siv=0,x = sesunaraizreal. Siv # 0, entonces s = —b/2y |v|* = c— b* |4 = —=A[4, 1o que solo
es posible si A < 0 (el caso A = 0 fuerza v = 0). Reciprocamente, todo x de la forma indicada

satisface ambas ecuaciones. O]

El teorema 3.7 es un caso particular del anilisis de Niven de las ecuaciones polinémicas sobre
los cuaterniones (Niven 1941); véase también Eilenberg y Niven 1944 para el teorema de existen-

cia.

Corolario 3.8. Para A < 0 ¢l conjunto de soluciones cuaternionicas es una esfera redonda de radio
V=A/2 centrada en —b|2. Su interseccion con cualquier seccion compleja C, = span{l,u}, u € S,

consta exactamente de dos puntos, las raices complejas.

El nimero de soluciones es, pues, una propiedad del par (ecuacién, dlgebra) y no de la ecua-
cién sola: para x*+4=0es0enR,2enC,0en M;(R), un hiperboloide de dos hojas en A4, (R)
y una esfera en H. El teorema fundamental del dlgebra (Gauss 1799) es un teorema sobre C.
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Un modelo real de los cuaterniones. La multiplicacién por laizquierda L: H — A, (R) en
labase (1,7, 7, k) es un homomorfismo inyectivo de dlgebras reales, con

L(7) = My, + My, L(j) = My, + My, L(k) = My + M.

Se comprueba que L(#) L(7)L(k) = —1,1arelacién de Hamilton. Para un cuaternién puro unitario
# = uyi + uyj + usk se tiene L(x)* = —I en todo R*, a diferencia del caso tridimensional de
la proposicién 3.5, y el teorema 2.3 con M?* = —Ida ™ = cos@I + sinfL(n). La raiz de
x* + 4 = 0 asociada a « es la matriz real 2L(x) = 2671, 4n cuarto de vuelta de R* en dos
planos ortogonales a la vez, escalado por dos. En coma flotante el residuo X 2 + 4] es exactamente
cero para # € {(1,0,0),(0,1,0),(0,0.6,0.8),(1,2,2)/3}, y el residuo de X = I + 2L(#) en
x> —2x+5=0esalosumo 4.4 x 1071°,

4. LO QUE UNA PROYECCION DESCARTA

Sea V' ¢ R” un subespacio de dimensién 7 y P la proyeccién ortogonal sobre V. Consi-
deramos P como una observacién que registra las componentes en V" y descarta el nicleo, de

dimensién 7z — m.

Proposicion 4.1 (tres artefactos). Sean e, € Vye, LV, ysea Ry = M,

(1) Aniquilacién aparente. |Rye, | = 1 para todo 6, mientras que PRye; = cos @ ey. El vector
observado se encoge, desaparece en 0 = 7|2 y reaparece invertido.

(1) Inversién dela orientacion. La compresion C; = PRy|;, cumple det C; = cos 6. Por tanto C,,
es una reflexion deV, aunque R estd en la componente de la identidad de SO (n); el camino
0 Cyde I a una reflexion pasa por la aplicacion singular C,,.

(rr1) No identificabilidad. Los estados 5, 5" con s — s' € ker P se observan de manera idéntica.

Demostracion. Ry actda como laidentidad fuera del plano (¢, ¢,) y enviae; = cosfe; +sinfe,
ye, = —sinfe + cosbe,. Proyectando se obtiene (i), y en una base de I que contenga ¢, la
compresion es diag(cos 6, 1, ..., 1), lo que da (ii). (iii) es la linealidad. O

La parte (ii) es la forma algebraica de la observacion de Mébius de que una rotacién a través de
una cuarta dimensién lleva una figura tridimensional sobre su imagen especular (M6bius 1827).
En el caso n = 4, m = 3 la compresién en ¢ = 7 es diag(-1, 1, 1), y los dos estados (1,2,3,0) y
(1,2,3,7),adistancia 7, tienen la misma imagen.

Proposicién 4.2 (recuperacién a partir de varias vistas). Sean P,, ..., P. aplicaciones lineales en
R”. La aplicacion apilada s — (B;s, ..., P.s) es inyectiva si y solo si (), ker P, = {0}.

Demostracion. El ntcleo de la aplicacion apilada es la interseccién de los nucleos. O

Una pelota que se mueve en un plano vertical, (x, y) (), proyecta bajo un sol de elevacién «
lasombras = x + y cota, unasolafila P, = (1, cot2). A partir de s sola, la aceleracién aparente es
g cotay las velocidades horizontal y vertical quedan confundidas. Dos elevaciones 2; # «, dan
un sistema 2 x 2 invertible, del que se recupera exactamente la altura oculta y(z).
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5. COORDENADAS HOMOGENEAS Y VELOCIDAD

5.1 La posicion como cizalla

Escribase un punto de R” como (x, w) conw = 1. Una traslacién por d es la cizalla i N =
I+ d;N,,,yelgrupo afin se sumerge en GL(7+1, R) como las matrices ( § ¢ ) (Mdbius 1827).
Las cadenas cinemadticas de la robdtica son productos de tales matrices (Denavit y Hartenberg
1955); las rotaciones en las articulaciones son de tipo —1 y los desplazamientos de los eslabones

de tipo 0, en el sentido de la seccién 2.

5.2 La velocidad como cizalla

Anddase una coordenada temporal y escribase un suceso como (x, w, t) € R conw = 1.

Proposicion s.x. La aplicacion

(R,2,v,7) — G(R,a,v,7) =

o o X
\ = X

v
0], R € SO(n), a,v e R*, 7 € R,
1

es un homomorfismo inyectivo del grupo de Galileo en GL(n+2, R). Actiia sobre los sucesos mediante
x> Rx +a+vt, t = t + 7,y la composicion cumple v = vy + Ryv,.

Demostracion. Multipliquense dos de tales matrices: el bloque superior izquierdo es R R,, la co-
lumna de traslacién es R, a, + 4, + v, 73, la columna de velocidad es R, v, + v, y la entrada temporal
es 7, + 7. Son las leyes de composicion de Galileo. La inyectividad es evidente a partir de las en-

tradas. O

En esta realizacidn, la posicién de un cuerpo la lleva la columna w y su velocidad la columna .
La velocidad pura D, = G(Z,0,v,0) = 2Nt es una exponencial nilpotente. Una observacién
en un instante fijo es la proyeccion (x, w, t) = x restringida a z = #y; dos cuerpos en el mismo
lugar con velocidades distintas tienen la misma imagen en £, y sus imdgenes se separan como
x+o(t - 1).

Ejemplo 5.2 (un brazo de tres articulaciones). Considérese un brazo con una articulacién de ba-
se g, en torno al eje vertical, un hombro ¢; y un codo g, en torno a ejes horizontales, y eslabones
I, = 0.5m,4 = 0.4 m. Su posc es el producto e ¢hiMee ilNew (M (hNew 'y 12 mano es su
columna w. Para (g, ¢y, ¢,) = (307,207, 50°) la mano estd en (0.52538,0.30333,0.54689). Las
velocidades articulares (0, 10, —10) y (0, 90, =90) grados por segundo dan velocidades de la mano
de 0.08727y0.78540 m/s (la segunda es 77/ 4), y sin embargo ambas configuraciones tienen la mis-
ma imagen en £,. Al cabo de 0.2 s las imdgenes de primer orden son (0.52021, 0.30034, 0.56329)

y (0.47885, 0.27646, 0.69449).

Proposicién 5.3 (los dos codos). Para la cadena plana de dos eslabones con I, > [, > 0, la
aplicacion (qy, q,) — mano es dos a uno fuera de q, € {0, 7}: la configuracion (g, ¢,) y

lLysing, ~ )

+ 2 arctan —————,
(4]1 I+l cos g,

tienen la misma imagen.
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Demostracion. Lamano estd adistancia p = |/, +L,¢'% | del hombro, en la direccién ¢, +arg(/; +
L,¢'™). Sustituir ¢, por —g, conserva p y cambia de signo el argumento, que estd en (—7/2,7/2)
porque/; > /,; el cambio indicado de g, restablece la direccion. Por el teorema del coseno ninguna
otra configuracién tiene los mismos p y direccién, salvo cuando sing, = 0. O

En el ejemplo anterior, la segunda configuracién tiene el hombro en 64.06809° y el codo en
—50°; su mano coincide con la primera en todas las cifras mostradas.

5.3 La forma relativista

En unidades con ¢ = 1,la transformacién de Lorentzalolargo de x es PKes porel teorema 2.3,
conrapidez @ = artanh v. Para @ = 0.5 subloque (x, ¢) tiene diagonal cosh 0.5 = 1.12763 y fuera
de la diagonal sinh 0.5 = 0.52110. Para el brazo mds répido de arriba, v = 0.78540 metros por
segundo, la rapidez es 2.6 x 10, y la cizalla de Galileo de la proposicién s.1 es su contraccién.

6. RANGO, SEPARABILIDAD Y UN SOLO OBJETO

6.1 La separabilidad como condicion de rango

Un estado de un sistema compuesto con espacios componentes R” y R” es un elemento de
R” @ R"* = M, (R). Es un producto, describible como un par de estados independientes, si

mxn

tiene la formax ® y = xy".

Proposicién 6.1. ¥ € M, (R) es un producto si y solo si rango ¥ < 1. Mds en general, por la
descomposicion en valores singularesy = 3", quv, (Schmidt 1907), el menor niimero de productos

cuya suma es Y es rango ¥, el niimero de g, no nulos.

La matriz real ¥ = (¢ye; — e1¢9)/ V2 tiene valores singulares (1/ V2,1/42) y rango dos. No
es un par de estados. Describir tal sistema como «dos objetos» es la hipdtesis de rango uno, y es

falsa para y.

6.2 Un modelo de doce componentes

Damos ahora un modelo real finito de un objeto observado en dos lugares. Sea el espacio de

estados R'? con coordenadas

(X1, 0120 1> %5005 %5 by 05 €156, 7)),

dondelos dos primeros grupos son el lugar y el instante en que el objeto se observa como 4 y como
B, o registra si ha sido observado, ¢, ¢, son los resultados que muestran las dos vistas y » € {+1}
es una componente adicional. Las dos vistas son las proyecciones coordenadas de rango cinco

PA = Zke{xl,yl,zl,tl,el}Ekk’ 13’) = Zke{xz:)’z;zz:fz,é’z} Ekk'

La separacién de las vistas es la cizalla S, = 7 — #N, , + uN,_, ;la observacién poneo = 1;yel
1>°1 2572

acoplamiento es la matriz nilpotente

N=N ,-N N*=0, C(o) = "™ =I+0N.

e,r €,
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Proposicién 6.2. Para todo estado s con ey = ¢, = 0y o0 = 1, el estado C(1)s cumple e; = ry
e, = —r; en particular e; + ¢, = 0. La cizalla S, solo modifica x, y x,, y conmuta con C(0). Para
0=0,C(0) =L

Demostracion. Ns = r(e, —¢,),lo quedala primera afirmacién. §, =7y N involucran conjuntos

disjuntos de filas y columnas, luego conmutan, y S, solo actta sobre las coordenadas x, x,. [

Partiendo de (0,0,0,5, 0,0,0,5, 0, 0,0, 1) y separando con # = 1000, las vistas quedan
a 5000 unidades una de otra a lo largo de x; tras la observacién y el acoplamiento, 2, muestra
¢, = 1y By muestrae, = —1. Una sola matriz actuando sobre un solo vector fijé ambos resultados
mostrados en un paso. En las coordenadas de cualquiera de las dos vistas por separado, el cambio
de la otra queda sin explicar.

6.3 Correlacionesy la cota CHSH

Supdngase ahora que cada vista mide segin un dngulo, 2 para 4 y b para B, con resultados
en {+1}. Un modelo de dos objetos es aquel en que el resultado de A4 es una funcién 4(a, 1) y el de
B una funcién B(b, A) del ajuste local y de una variable compartida A con cierta distribucién de

probabilidad.

Teorema 6.3 (Bell; Clauser, Horne, Shimony y Holt). En un modelo de dos objetos, la correlacion
E(a,b) = E[A(a,A)B(b, A)] cumple

|E(a,0) = E(a,6') + E(a', b) + E(d,0)] < 2.

Demostracion. Para A fijo, la cantidad 4 («) (B(b) - B(b’)) + A(4) (B(b) + B(bl)) vale +2, pues
uno de los paréntesis es 0 y el otro +2. Promediando en A se obtiene la cota (Bell 1964; Clauser,
Horne, Shimony y Holt 1969). ]

Un modelo de dos objetos con A uniforme en la circunferenciay 4 = sgncos(a — 1), B =
—sgncos(b—21)daE(a,b) = —(1 -2|a-b| /7r) para|a—b| < 7,yenlosdngulosz = 0,4 = /2,
b =r[4,b" =3r/4alcanza |S| = 2. La correlacién medida en la naturaleza para un singlete de
espin es E(a,b) = —cos(a — b), parala que |S| = 2V2 = 2.8284, el mayor valor que permite la
teorfa cudntica (Tsirelson 1980).

Extiéndase ahora el modelo de doce componentes con una componente g, uniforme en [0, 1]
e independiente de 7, y hdgase que el acoplamiento dependa de ambos ajustes: ¢, = 7,y e, = —7

si u < cos” “T_b, ¢, = r en otro caso. Entonces
_ .2 a-
E(a,b) = —( cos” ”Z—b —sin %) = —cos(a — b),

de modo que este modelo alcanza 2y2. Escapa al teorema precisamente porque ¢, depende de 4:
no es un modelo de dos objetos. La distribucién marginal de ¢, es uniforme en {+1} sea cual sea 4,
de modo que la dependencia no puede usarse para transmitir un mensaje de 4 a B. En el lenguaje
de este articulo, el modelo es local en R*?, donde una matriz acttia sobre un vector, y no local solo
en sus proyecciones.
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7. INFINITAS COMPONENTES

7.1 Una longitud finita en infinitas direcciones

En 2, el vector de coordenadas #, = 27%/%, k > 1, tiene infinitas componentes no nulas y
lee)* =S ' 27% = 1. Sus sumas parciales son 1 —27*; en doble precisién la suma parcial vale 1 por
primeravezen ¢ = 54, porque 1 — 27°* estd exactamente a medio camino entre 1 y su predecesor
en coma flotante y se redondea a 1.

7.2 La torre de los grupos de rotaciones

R” tiene (Z) planos coordenados, y los generadores ]Wp g P < ¢ generan el dlgebra de Lie
s0(n). Las inclusiones SO(7) c SO(z + 1) tienen cocientes SO(z + 1) /SO(z) = S”, y el teore-
ma 2.3 no depende de 7: los mismos tres términos giran un plano en cualquier dimensién. El teore-
ma de periodicidad de Bott muestra que los grupos de homotopia del limite directo O = | J, O(n)
se repiten con periodo ocho (Bott 1959).

7.3 La dimension no es el cardinal

La expresion «mds componentes» exige cuidado. Por el teorema de Cantor, |R| = |R"| para
todo 7 (Cantor 1878); por la invariancia de la dimensién de Brouwer, no hay homeomorfismo
entre R” y R” sim # n (Brouwer 1911). Una elevacién afiade estructura, no puntos: las nuevas
componentes son nuevas direcciones independientes de un espacio lineal o, al menos, topolégico.

7.4 Una raiz cuadrada del laplaciano

La elevacién de mayores consecuencias en fisica es la de Dirac. Sean X = (9 1), Y = iMy, y
Z = diag(1,—-1). Dadas 3, ..., %, con y,%, + %%, = 20,1, las n + 2 matrices X ® ,, Y ® [, Z® |
satisfacen las mismas relaciones (Brauer y Weyl 193 5), y para cualquier familia asi el operador D =
> 70, sobre C*(R”,C’) cumple D* = A: al desarrollar, D* = 2 s YaVs0u0p = : 2asvm +
%7.)9,0, = A por la simetrfa de las derivadas segundas. Una ecuacién escalar de segundo orden se
convierte en una ecuacién de primer orden al precio de 21*/%
y Michelsohn 1989).

componentes (Dirac 1928; Lawson

8. OBSERVACIONES FINALES

Los resultados anteriores comparten una moraleja, que puede enunciarse sin metdfora. Las
soluciones de una ecuacidn, los objetos de un estado compuesto y las magnitudes visibles en una
observacién no son propiedades de la ecuacién, del estado o del sistema por si solos, sino del
par que forman con un espacio ambiente. Una cuadritica de discriminante negativo no tiene
raices, tiene dos, un hiperboloide o una esfera de raices segtin el dlgebra en que se lea; un estado de
rango dos es un objeto que ningtin par de objetos puede representar; una proyeccion ortogonal
convierte rotaciones en aniquilaciones y reflexiones. Cuando un problema parece imposible, o
dos cosas parecen actuar una sobre otra sin contacto, vale la pena preguntarse si se estd mirando
una proyeccién, y de qué espacio lo es.
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