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RESUMEN  Los estados fisicos tienen en general mds componentes independientes de las
que puede mostrar una observacién en el espacio tridimensional en un instante. Desarrolla-
mos sistemdticamente esta constataciéon como principio de trabajo: las magnitudes obser-
vadas de un sistema son una proyeccién de un estado en un espacio mayor de componentes,
y las anomalias aparentes en las magnitudes observadas sefialan a menudo componentes
que la proyeccién ha descartado. Ilustramos el principio en cuatro niveles. En cinemdtica,
la velocidad de un manipulador es invisible en cualquier configuracién aislada y aparece,
en una descripcién homogénea de cinco dimensiones, como una cizalla generada por el
eje temporal; en relatividad especial, la misma velocidad es una rotacién hiperbdlica. En la
teorfa de Dirac, la exigencia de una ecuacién de primer orden impone componentes espi-
noriales que no se observaron en 1928 y cuyas consecuencias, el espin y el positrdn, si se
observaron. En la teorfa de Kaluza—Klein, una quinta dimensién convierte la carga eléctri-
ca en momento y un Gnico campo en una torre de masas, hoy acotada por experimentos
de colisionadores y de balanza de torsién. Para pares entrelazados, la desigualdad de Bell-
CHSH excluye las descripciones mediante dos conjuntos de variables transportados por
separado; damos un modelo real explicito de doce componentes, un estado observado a
través de dos proyecciones, en el que las correlaciones surgen de un tinico acoplamiento
que actda en un paso, y exponemos sus costes. Concluimos observando que las unificacio-
nes histdricas de la fisica se lograron ampliando el espacio de componentes, y discutimos
qué harfa falta para convertir este patrén en un programa contrastable.

PALABRAS CLAVE coordenadas homogéneas; transformaciones de Galileo y de Lorentz;
ecuacidén de Dirac; teorfa de Kaluza—Klein; dimensiones adicionales; entrelazamiento; des-
igualdades de Bell; no separabilidad; unificacién

I. INTRODUCCION

Una imagen instantdnea de un sistema fisico registra posiciones. No registra velocidades, es-
pines, fases, nimeros cudnticos internos ni las correlaciones entre partes separadas; todo ello debe
inferirse de secuencias de imdgenes o de la estadistica de muchas. En este sentido limitado pero
exacto, toda observacién es una proyeccién del estado sobre un subespacio de lo que el estado
contiene.

Este articulo toma ese hecho como principio de trabajo y lo sigue a través de varios niveles
de la teorfa fisica. El principio no es nuevo en ninguno de sus casos. El espacio de fases trata la
velocidad como coordenada independiente (Gibbs 1902); el espacio-tiempo de Minkowski une
el espacio y el tiempo (Minkowski 1909); la ecuacién de Dirac requiere mds componentes que la
funcién de onda de Schrédinger (Dirac 1928); Kaluza y Klein afiadieron una quinta dimensién
(Kaluza 1921; Klein 1926). Lo que queremos subrayar es la estructura comun y, en particular,
una heuristica que se sigue de ella: cuando las magnitudes observadas se comportan de modo
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anémalo, siendo no lineales donde se espera linealidad, de segundo orden donde se espera primer
orden, o correlacionadas con separacién de tipo espacio, conviene preguntarse qué componentes
ha descartado la observacién.

Usamos unidades naturales (% = ¢ = 1) salvo indicacién contraria. Todos los valores numéri-

cos se calcularon en doble precisién.

2. CINEMATICA: LA VELOCIDAD COMO COMPONENTE OCULTA

2.1 Coordenadas homogéneas

Los movimientos rigidos de R no son lineales, porque las traslaciones no lo son. En coorde-
nadas homogéneas (x, w), w = 1, una traslacién por d se convierte en la cizalla x — x + dw, y
todo movimiento rigido es una matriz 4 x 4 ( Rd ) Los manipuladores seriales se describen como
productos de tales matrices, una por articulacién (Denavit y Hartenberg 1955). La cuarta coorde-
nada nunca se observa, puesto que w = 1 idénticamente, pero toda traslacion del brazo se escribe
a través de ella.

2.2 Una quinta coordenada para la velocidad

Anddase el tiempo como coordenada y escribase un suceso como (x, w, £). Un cuerpo que se
mueve con velocidad v es transportado por la matriz

)
i
c o~

0 v
1 0]=exp ( 2 vl-El-,,), X x4+t (2.1)
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. . . Rav .,

una cizalla generada por el eje temporal. Las matrices ( 010 ) forman una representacién fiel del
T

grupo de Galileo, con ley de composicién v = v; + R v,. En esta descripcién, la columna w lleva

dénde estd un cuerpo y la columna ¢ lleva cémo se mueve.

2.3 Un ejemplo

Considérese un brazo de tres articulaciones (guifiada de la base ¢, cabeceo del hombro ¢,
cabeceo del codo ¢,) con eslabones /; = 0.5 my/, = 0.4 m, en (g9, 4;,4,) = (30°,20°,50%). Su

mano estd en

(x,9,2) = (0.52538, 0.30333, 0.54689) m.

Tres movimientos a partir de esta configuracién dan las velocidades de la mano de la tabla 1.

Velocidades articulares, grados/s ~ Velocidad de la mano, m/s Rapidez, m/s
(0,10,-10) (-0.02585,-0.01492,0.08200)  0.08727
(0,90,-90) (-0.23263,-0.13431,0.73803)  0.78540
(60, 0,0) (~0.31764,0.55017, 0) 0.63529

Tabla 1: Velocidades de la mano de un brazo de tres articulaciones desde una misma configuracién.

Los tres movimientos dan la misma imagen instantdnea.
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Los tres movimientos comparten la misma imagen instantinea. Transportadas por (2.1)
durante 0.2 s, las imdgenes de los dos primeros se separan: (0.52021,0.30034,0.56329) y
(0.47885,0.27646, 0.69449). Las posiciones reales de la mano tras 0.2 s de movimiento articular
son (0.51996,0.30020, 0.56318) y (0.45970,0.26541,0.68371); la deriva es la tangente a la
trayectoria real. La propia configuracién también queda subdeterminada por la imagen: la misma
mano se alcanza con el hombro en 64.06809° y el codo en —50°. Para un brazo industrial de seis
articulaciones rotativas, el estado tiene seis dngulos y seis velocidades, doce componentes, de las

que una imagen de la mano registra tres.

2.4 La forma relativista

En relatividad especial la misma velocidad es una rotacién. Con K = E_, + E, se tiene
K’ =K,y
A(p) = ¢ =T +sinh @ K + (coshp — 1)K, v = tanh @, (2.2)

la contrapartida hiperbdlica de la férmula de rotacién de Rodrigues. Cuando ¢ — oola transfor-
macién se contrae a la cizalla (2.1) (Inonii y Wigner 1953). Para el movimiento més répido de la
tabla 1, v = 0.78540 m/s, la rapidez es ¢ = 2.6 x 107 la linea de universo de la mano est4 incli-
nada hacia el espacio en ese dngulo. Einstein motivé la teorfa con una asimetria, la del imédn y el
conductor que producen una misma corriente pero se describfan con dos mecanismos (Einstein
1905); la geometrfa de Minkowski la eliminé al hacer de los campos eléctrico y magnético compo-

nentes de un solo tensor, y llamé al espacio y al tiempo por si solos «meras sombras» (Minkowski

1909).

3. LAS COMPONENTES OCULTAS DEL ELECTRON

3.1 Una ecuacion de primer orden necesita mds componentes

Larelacién relativistade energl’aE2 = p2+m2 dalaecuacién de Klein—-Gordon (D+m2)¢ =0,
de segundo orden en el tiempo y con una componente. Dirac buscé un operador de primer orden
cuyo cuadrado fuera este (Dirac 1928). Escribiendo P = 7" 9, la condicién (P+m)(P-m) =

—(O+ m?) se cumple si y solo si los coeficientes satisfacen

YV Yy =271 (3.1)

y en 3 + 1 dimensiones las matrices mds pequefas con esta propiedad son de 4 x 4. Mds en general,
en d dimensiones las relaciones de Clifford se realizan con matrices de tamafio 214/ 21, construidas
") X ;/ﬂ("), ;/n(ﬁz) =Y®I, 7’1(32) = Z ® [ a partir de las matrices
de Pauli (Brauer y Weyl 193 5). El precio de reducir el orden de la ecuacién es la introduccién de

recursivamente mediante %z(

nuecvas COIIlpOI’lCIltCS.

3.2 Qué resultaron ser las componentes

Las cuatro componentes del espinor de Dirac llevan el espin, con razén giromagnética ¢ = 2,
y una segunda rama de soluciones que Dirac acabé interpretando como una antiparticula; An-
derson observé el positrén en 1932 (Anderson 1933). Las componentes no son igualmente visi-
bles. Para el estado fundamental del hidrégeno, con y = V1 —a* = 0.9999733, las componen-
tes «grandes» llevan una fraccién (1 + ) /2 = 99.9987 % de la probabilidad y las «pequefias»
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(1 —)/2 = 0.0013 %. Una medicién no relativista ve esencialmente un espinor de dos compo-
nentes; las demds componentes estin ahi, y dan cuenta de la estructura fina del espectro.

4. UNA QUINTA DIMENSION

4.1 Kaluza y Klein

En 1921 Kaluza escribié la relatividad general en cinco dimensiones y encontré que, bajo
una condicién de cilindro, las componentes adicionales de la métrica obedecen las ecuaciones de
Maxwell, con un campo escalar adicional (Kaluza 1921). En 1926 Klein propuso que la quinta
dimensién es una circunferencia de radio pequefio R y relaciond la carga eléctrica con el momento
a lo largo de ella (Klein 1926). El mismo mecanismo actda sobre los campos de materia. Si ¢

inxs R

satisface la ecuacién de Klein-Gordon en cinco dimensiones y ¢ = ¢ 2(x), entonces

(D4 + m2 + %)g = 0’ m, = sz + nZ/RZ’ (41)

de modo que un tnico campo pentadimensional aparece en cuatro dimensiones como una to-
rre de particulas cuyas masas registran su momento en la direccién oculta. Por el resultado de la
seccién 3, toda solucién de la ecuacién de Dirac pentadimensional resuelve también (4.1).

4.2 Situacion experimental

No se ha observado ningtin compaiiero de Kaluza—Klein de particula alguna del Modelo Es-
tindar. En los modelos con dimensiones adicionales universales (Appelquist, Cheng y Dobrescu
2001), las busquedas en el Gran Colisionador de Hadrones a v5 = 8 TeV excluyen escalas de
compactificacién 1/R por debajo de unos 950 GeV para cortes grandes (Colaboracién ATLAS
2015), es decir, R < 2x 107" m. Las dimensiones accesibles solo a la gravedad estdn acotadas por
pruebas de balanza de torsién de la ley del inverso del cuadrado, que no encuentran desviacién
hasta 52 um (Lee et al. 2020). Si existen dimensiones adicionales, o son muy pequefas o no las
sienten los campos que observamos directamente.

S. ENTRELAZAMIENTO

5.1 La pregunta

Einstein, Podolsky y Rosen argumentaron que la mecdnica cudntica, si predice con certeza el
resultado de una medicién sobre una particula lejana sin perturbarla, ha de ser incompleta (Eins-
tein, Podolsky y Rosen 1935); Bohr discutié la premisa (Bohr 1935). Schrédinger introdujo el
término entrelazamiento para los estados en cuestién y observé que no pueden escribirse como
productos de estados de las partes (Schrédinger 193 5). La expresién posterior de Einstein para el
dilema, «accién fantasmal a distancia», procede de una carta a Born de 1947, y la respuesta de
Copenhague la tipifica la observacion de Pauli a Born en 1954 de que tales preguntas se parecen
al problema de cudntos dngeles caben en la punta de una aguja (Born 1971).
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5.2 Elteorema de Bell y sus pruebas

Supéngase que cada una de dos estaciones separadas mide un observable dicotémico segtin
un dngulo, zen Ay ben B,y sea E(a, b) el producto medio de los resultados. Si cada resultado es
funcion del ajuste local y de una variable A compartida en la fuente, entonces

S| = |E(a,b) — E(a,6') + E(d, b) + E(d, V)] <2 (5.1)

(Bell 1964; Clauser, Horne, Shimony y Holt 1969). Para el singlete de espin la mecdnica cudntica
predice E(a,b) = —cos(a — b) y |S| = 2V2ena =0,4 =90°,b = 45", = 135", el miximo
que permite la teorfa (Tsirelson 1980). Un modelo en que cada particula lleva su propia copia de
A, con A = sgncos(a — 1) y B = —sgncos(b — 1), da las correlaciones de la tabla 2 y satura la
cotaen |S| = 2. Los experimentos han establecido la violacién de (5.1) desde Aspect, Dalibard
y Roger 1982, y sin las principales lagunas desde 2015 (Hensen et al. 2015; Giustina et al. 2015;
Shalm et al. 2015).

a-b 0’ 45° 90° 135° 180°
dos variables transportadas por separado -1 -0.5 0 0.5 1
mecdnica cudntica y experimento -1 -0.7071 0 0.7071 1

Tabla 2: Correlacién E(4, b) en funcién del dngulo entre los ajustes.

Lo que el teorema excluye es precisamente la descripcién mediante dos objetos, cada uno con
sus propias variables. No excluye variables que pertenezcan al par como un todo; la teorfa de de
Broglie-Bohm es un ejemplo explicito (Bohm 1952), y Bell la consideraba asi (Bell 1987). En la
imagen de Schrédinger, el estado de dos particulas es una funcién sobre un espacio de configura-
cién de seis dimensiones, no un par de funciones sobre el espacio tridimensional, y en la filosofia

de la fisica se ha defendido la tesis de que ese espacio de mayor dimensién es el escenario fisico
(Albert 1996).

5.3 Un modelo real: un estado, dos proyecciones

Para hacer explicita la estructura damos un modelo finito que solo usa vectores y matrices

reales. El estado del par es un tinico vector de R,

5= (X0, 015 215 By X505 %05 by 05 €15655 7)), (5-2)

donde (xy, ..., 1) y (x5, ..., ;) sonloslugares e instantes en que el estado se observa como particula
A 'y como particula B, 0 € {0, 1} registra la observacion, ¢;, ¢, son los resultados mostrados y
r = 1 es una componente aleatoria fijada en la fuente. Los dos observadores ven las proyecciones
coordenadas P, sobre (x;, y1,2;, 21, €;), ¥ Iy, sobre (x5, 95, 25, 55, 6, ); cada una descarta siete de las

doce componentes. La dindmica consta de tres matrices reales:

= laseparacién, S, = I —uE, , +uE,_ ,,quesolo mueve x; yx, y dejainalterados o, ¢, ¢, y

75
= la observacién, que pone o = 1;
= elacoplamiento, C =/ +oNconN =E, . - E, , N? = 0, de modo que C = ™,

La tabla 3 sigue un estado con » = +1, separado a # = 1000 m/s durante S s.
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Paso X f X o 0 ¢ & 7
preparado 0 S 0O S 0 o0 0 1
separado -5000 S 5000 S O O 0 1
observado -5000 S S000 S 1 O 0 1
acoplado -5000 S 5000 5 1 1 -1 1

Tabla 3: Un estado de R' a través de la separacién, la observacién y el acoplamiento (y; = 2; = 0
en todo momento).

Tras el acoplamiento, ;s = (=5000, 0,0, 5, 1) y F3s = (5000, 0,0, 5, —1): a diez kilémetros

de distancia, resultados opuestos, fijados por una sola matriz en un paso. Para » = —1 los resulta-
dos se invierten. Aplicado antes de la observacién (o = 0), el acoplamiento es la identidad.

Con dngulos de medida basta una componente més, ¢ € [0,1]: seae;, = r,ye, = —rsi
% < cos’ d—gb, ¢, = ren otro caso. Promediando en 7 y p se obtiene E(a,b) = —cos(a — b) y,

por tanto, |S| = 2v2. El modelo elude (5.1) porque ¢, depende de 4. La ley marginal de ¢, no
depende de 2, de modo que ninguna sefial pasa de 4 a B.

5.4 Costes y estatus

Elmodelo no se ofrece como una nueva teorfa fisica, y no hace ninguna prediccién que difiera
de la mecdnica cudntica. Su propésito es exhibir, en los términos mds simples, la estructura que el
teorema de Bell permite: correlaciones producidas por un tinico estado que acttia en un paso en
su propio espacio, y que aparecen como accién a distancia solo en las dos proyecciones. Sus costes
son los de toda explicacién de este tipo. En términos tridimensionales es nolocal, y el orden en que
actta el acoplamiento presupone una nocién de simultaneidad para las dos observaciones; una
formulacién relativista tendrfa que proporcionarla o mostrar que es inobservable, como hace la
teoria de de Broglie-Bohm en el nivel de las predicciones. No afirmamos haber pagado esos costes;
afirmamos solo que el lenguaje de la proyeccién deja claro dénde estn.

6. LA UNIFICACION Y EL ESPACIO DE COMPONENTES

Las unificaciones de la fisica pueden leerse como ampliaciones sucesivas del espacio de com-

ponentes.

Paso Qué se unificé Ampliacién

Maxwell 1865 electricidad, magnetismo, dptica  un campo con seis componentes

Minkowski 1909 espacio y tiempo; Ey B una cuarta dimensidn; un tensor

antisimétrico

Dirac 1928 la relatividad y el electrén cuatro componentes espinoriales
cudntico

Kaluza 1921; Klein 1926 gravitacion y electromagnetismo ~ una quinta dimensién

Glashow 1961; Weinberg fuerzas electromagnética y débil componentes internas de cada

1967 campo

Witten 1995 las cinco teorfas de cuerdas una undécima dimensién

Tabla 4: La unificacién como ampliacién.
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La unificacién de la gravitacién con la teorfa cudntica no se ha logrado. El patrén de la tabla 4
sugiere, sin probarlo, que el obstdculo puede estar en el espacio de componentes y no en la di-
ndmica: que quizd describimos en cuatro dimensiones un estado que no cabe en ellas, como las
rafces de x* + 4 = 0 no caben en la recta real. Para que esta sugerencia se convierta en fisica ha
de hacerse contrastable. Como minimo, una propuesta de este tipo deberfa especificar el espacio
mayor, la proyeccién sobre las magnitudes observadas y al menos una consecuencia que difiera de
la descripcién cuadridimensional, como hace la torre de Kaluza—Klein (4.1). Las cotas existentes
(seccién 4.2) ya excluyen una amplia clase de tales propuestas, lo que es un argumento a favor de

la contrastabilidad del programa y no en su contra.

7. CONCLUSION

En la cinematica, la relatividad, el electrén, las dimensiones adicionales y el entrelazamiento
se repite la misma estructura: el estado tiene mas componentes que la observacién, la observacién
es una proyeccion, y las anomalias de la proyeccién sefialan las componentes que ha descartado.
La velocidad es invisible en una imagen y es una columna de una matriz de cinco dimensiones;
la ecuacién de primer orden del electrén exige componentes que resultaron ser el espin y la an-
timateria; una quinta dimensién convierte la carga en momento y un campo en muchas masas;
y un par entrelazado, descrito como dos objetos, viola una cota que un tnico estado observado
dos veces no tiene por qué cumplir. La fisica ha progresado una y otra vez ampliando el espacio
en el que describe el mundo. No hay razén para pensar que las cuatro dimensiones en las que
observamos sean el dltimo de esos espacios.
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